QDENOMBREMENT – PROBABILITES
A] DENOMBREMENT

I] Cardinal d’un ensemble fini

1. Définitions
Définition 1

Soit E un ensemble fini de n éléments. On appelle cardinal de E, l’entier n et on note : Card E.

Si E est vide on pose : Card E = 0.

Exemple

E = {a, b, f, i}. E est un ensemble fini et Card  E = 4.

Remarque

Certains ensembles ne sont pas finis tels IN et l’ensemble des réels de l’intervalle 

[0; 1].

Définition 2

Soit E un ensemble, A un sous ensemble de E. On appelle complémentaire de A dans 

                                 A

E l’ensemble noté CE ou  A tel que : A U A = E et A ( A = (.




                            


2. Propriétés 

Propriété 1

Si A et B sont deux ensembles finis disjoints, alors AUB est un ensemble fini et on a :

Card (AUB) = Card A +  Card B.
Remarque 

De façon plus générale, si A1, A2, ……, An sont n ensembles finis deux à deux 

                n

disjoints, U Ai = A1 U A2 U…..U An est un ensemble fini et :

               i = 1

Card (A1 U A2 U......U An) = Card A1 + Card A2 + ...... + Card An.

              n            n
( Card (U Ai) = ( Card Ai ). 
            i = 1       i = 1
Propriété 2

Soit E un ensemble fini et A un sous ensemble de E. On a : Card E = Card A + Card A 
Démonstration
Plus généralement 

Propriété 3

Si A et B sont deux ensembles finis, alors A U B est fini et : 

 Card (A U B) = Card A + Card B - Card (A ( B).
Exemple

Dans une classe de Terminale, tous les élèves étudient au moins l’anglais et l’arabe.

30 élèves étudient l’anglais, 20 l’arabe et 15 l’anglais et l’arabe.

Quel est l’effectif de la classe ?
II] Ensemble E p  

E est un ensemble fini de cardinal n et p un entier naturel.

1. Définitions

a) p – uplet
Définition

Un liste ordonnée de p éléments de E distincts ou confondus est appelé p – uplet ou 

p – liste d’éléments de E. On note E p l’ensemble de tous les p – uplet de E. 
Un 2 – uplet est appelé couple, un 3 – uplet est un  triplet.

Remarque 

On pose : E 1= E.

Exemple 

E = {a, b, c}    Card E = 3

(a, b, c) est un 3 – uplet de E.

(a, b, b, c) est un 4 – uplet de E.

b) Egalité de deux p – uplet

Définition

Les p – uplet  (x1 ; x2 ; ….  ; xp) et (y1 ; y2 ; ……. ; yp) sont égaux si x1 = y1, 

x2 = y2,……. xp = yp c'est-à-dire xi = yi , 1 ( i (p.
Remarque 
Pour que (x1 ; x2 ; ….  ; xp) soit différent de (y1 ; y2 ; ……. ; yp), il suffit que xi ( yi 
pour un seul indice i.
2. Cardinal de E p en fonction du cardinal de E

Théorème 

  Card (E p) = (Card E) p
Démonstration
En effet, un élément de E p est un p – uplet ou une p – liste d’éléments de E. Pour fabriquer un  p – uplet il suffit de remplir p cases avec un élément quelconque de E :

(( ; ( ; ( ; ….. ; ( ; ().
Pour remplir la première case il y’a n possibilités, pour chacune de ces n possibilités il y’a encore n possibilités pour remplir la deuxième case. Donc il y’a n ( n choix possibles pour remplir les deux premières cases et ainsi de suite, par conséquent on a 

n p choix possibles. D’où le théorème. 

Exemple : Tirage successif avec remise dans une urne

Une urne contient 3 boules numérotées 1, 2, 3. On effectue 5 tirages successifs ; et après chaque tirage on note le numéro de la boule tirée et on la remet dans l’urne. Le résultat est la liste des numéros sortis dans l’ordre des tirages. Déterminons alors le nombre de résultats possibles.

Réponse

(1, 2, 2, 1, 3) est un résultat possible donc un résultat est un 5 – uplet de. L’ensemble des résultats possibles est E 5.
Donc le nombre de résultats possibles est : Card E 5 = 3 5 = 243.

III] Arrangements et permutations

1. Arrangements

Définition

 E est un ensemble à n éléments, p est un entier naturel.

Un arrangement de p éléments de E ou un p – arrangement de E est un p – uplet  dont 

                                                                                  p

les éléments sont deux à deux distincts. On note A n le nombre de ces arrangements.

Exemples                                                2
E = {1, 2, 3} et p = 2. Déterminons   A3 
                                   2
                   1              3
                                   1                  2 
                   2              3               A3 = 6
                                   2
                   3

                                   1
                               p

· Calcul de A n

Propriété

Soit n et p des entiers tels que 1 ( p ( n, E est un ensemble fini de cardinal n. Le 

                                                                          p

nombre d’arrangements de p éléments de E A n est donné par : 

    p

A n = n( (n – 1)( (n – 2)(…….. ( [n – (p – 1)].

Démonstration

Un p – arrangement de E est un p – uplet dont tous les éléments sont distincts deux à deux. Pour écrire un tel p – uplet il suffit de remplir p cases (( ; ( ; ( ; ….. ; ( ; ()

de façon que les éléments de E qui y figurent soient distincts deux à deux.

Ainsi pour remplir la première case il y’a n choix possibles. Cet élément, a par exemple, étant choisi il y’a (n – 1) choix possibles pour remplir la case 2 puisque l’élément a n’est plus comptabilisé, donc pour remplir les cases 1 et 2 on a : n ( (n – 1) possibilités et ainsi de suite jusqu'à la  case p.
Remarque         p
Si p > n alors A n = 0. En effet une liste de p éléments de E contiendra nécessairement deux fois le même élément, donc il n’est pas possible d’avoir un arrangement.

Exemple 

Le lycée Alboury Ndiaye propose aux meilleurs élèves une formule << Le Sénégal en une semaine et quatre régions >>. Ces régions sont à choisir parmi : THIES, DAKAR, ZIGUINCHOR, KAOLACK, ST LOUIS, KOLDA.

Combien y’a-t-il  de formules possibles ?

2. Permutations

Définition 

Un arrangement de n objets est appelé permutation.

Exemple 

Les permutations de E = {1, 2, 3}.

                                2              3

                   1           3              2

                                1              3

                   2           3              1

                                2              1

                   3

1 2

Le nombre de permutations de E est égal à 6.

· Nombre de permutations d’un ensemble

Définition 

n est un entier naturel.

On appelle << factorielle n >> et on note n !, le nombre entier défini comme suit :

· 0 ! = 1
· n ! = n ( (n – 1) (…….( 2 ( 1,   n ( 1.

Exemple 

Propriété

Le nombre de permutations d’un ensemble ayant n éléments est n !.

Démonstration 

Une permutation est un arrangement de n éléments. Donc le nombre de permutation 

             n

est :  A n = n ( (n – 1) (…….( 2 ( 1 = n !
Exemple 

Une anagramme d’un mot est une permutation des lettres de ce mot ayant un sens ou non. Par exemple << MARIE >> et << MAIRE >> sont des anagrammes du mot 

<< AIMER >>. Combien ce mot a-t-il d’anagrammes ?
Réponse 

Les lettres du mot << AIMER >> sont distinctes ; il y ‘a donc autant d’anagrammes que de permutations de ces cinq lettres.

IV] Combinaison d’un ensemble fini

1. Définition
Soit n un entier naturel supérieur à 1, p un entier compris entre 0 et n. On appelle combinaison de p éléments d’un ensemble fini E, de cardinal n, toute partie de E ayant
                                                                                                                                         p

 p éléments. Le nombre de parties à p éléments d’un ensemble à n éléments est noté Cn
        n

ou (  p ).
Cas particuliers

                                      p

· Si p > n alors  C n  = 0 ; il n’existe pas de parties de E ayant plus d’éléments que E.                       n
· Si p = n alors C n = 1 ; il n’y a qu’une seule partie de E ayant le même nombre d’éléments que E, c’est E.
                                1

· Si p = 1 alors C  n = n ; il y a n parties contenant un seul élément, ce sont les singletons.

                                0

· Si p = 0 alors C n = 1 ; il y a par convention une partie ne contenant pas d’éléments, c’est l’ensemble vide.
Remarques

· Une combinaison est formée d’éléments deux à deux distincts.

· Il n’y a pas d’ordre dans l’énumération des éléments d’une combinaison.

Exemples

Soit E = {1, 2, 3}. {1, 2}, {2, 3} sont des combinaisons de deux éléments de E.
                                                  p
a) Calcul de C n 

Propriété       p
Le nombre C n de parties à p éléments d’un ensemble à n éléments est donnée par : 

    P            n !

C  n =                        .

           p ! (n – p) !
Démonstration

Soit E un ensemble fini tel que Card E = n et F un ensemble à p éléments de E. Par permutation des éléments de F on obtient des p – arrangements d’éléments de E ; leur nombre est égal à p !. 
En faisant de même avec toutes les parties à p éléments de E on obtient tous les arrangements à p éléments de E et chacun d’eux n’est obtenu qu’une fois. On a alors :

    p             p
A n = p ! C n.          p        n( (n – 1)( (n – 2)(…….. ( [n – (p – 1)]

                Donc  C n =             

                                                                    p !

                                                n !
                                 =
                                        p ! (n – p) !

Exemple
· C.. 
· Quel est le nombre de diagonales d’un polygone convexe à n côtés ( n ( 4) ?
                                                    p

b) Calcul avec les C n
 Propriété 1                                                                          p        n - p
Pour tous entiers naturels n et p tels que  0 ( p (n on a : C n = C n
Démonstration
Si A est une partie de E à p éléments alors A est une partie de E à (n – p) éléments. Il y’a donc autant de parties de E à p éléments que de parties à (n – p) éléments.

Propriété 2                                                                                 p        p – 1            p
Pour tous entiers naturels n et p tels que 1 ( p ( n – 1, on a : C n = C n – 1 + C n – 1.

Démonstration

E est un ensemble à p éléments et p un entier naturel tel que 1 ( p ( n – 1.
Fixons un élément a de E.

Notons x le nombre des parties à p éléments de E qui contiennent a et y le nombre des parties à p éléments de E qui ne contiennent pas a. Le nombre total des  parties à p éléments de E est de x + y.

Pour choisir une partie à p éléments de E qui ne contient pas a il faut nécessairement 

                                                                                                      p

choisir p éléments parmi les (n – 1) distincts de a. D’où : x = C n - 1.
Pour choisir une partie contenant a il faut adjoindre ( p – 1) éléments de E à a, (p – 1) 

                                                                                                                p - 1

étant pris parmi les (n – 1) éléments de E distincts de  a. D’où : y = C n – 1. 

D’où le résultat. 
V] Triangle de Pascal et formule du Binôme de Newton

1. Triangle de Pascal
                       p        p – 1           p
La relation  C n = C n – 1 + C n – 1 permet de calculer rapidement et de proche en 

                                    p                                        p                        n !
proche les nombres C n sans  utiliser l’égalité C n =                         .   

                                                                                        p ! (n – p) !
On a le tableau suivant ci – dessus :

    p

C n est l’intersection de la ligne << n >> et de la colonne << p >>.

On commence à écrire la colonne << p = 0 >>, dans cette colonne on ne trouve que 

                                 1

des chiffres 1 car  C n = 1 pour tout n ; puis on écrit la diagonale qui ne contient aussi 

                                       n

que des chiffres 1 car C n = 1 pour tout n.       p         p             p - 1
On complète ensuite en utilisant la relation C n =  C n – 1 + C n – 1.

     P                                                                                            p             p - 1                                

C n – 1 est le nombre situé au dessus de C n et C n – 1 est le nombre situé à gauche de

     p 

 C n – 1. 

  p

n      0       1        2         3          4          5          6
0      1
1      1   +  1


2      1       2        1

3      1       3        3         1 

4      1       4        6         4          1

5      1       5       10   +  10         5          1

6      1       6       15       20        15         6          1

2. Formule du Binôme

Propriété 

Pour tous nombres a et b et  pour tout entier n ( n ( 1) :

                     n        p   

  (a + b) n = ( C n a p b n – p.

                   p = 0
APPLICATION
Nombre de parties d’un ensemble à n éléments.

Posons a = b = 1 dans la formule du binôme, on a :

                     0        1        2                    p                                n – 1       n
(1 + 1) n = C n + C n + C n + …… + C n  + …..  +  C n   +  C n = 2 n
     0
C n  est le nombre de parties ayant o élément.
      1
C n  est le nombre de parties ayant 1 élément.
      2
C n  est le nombre de parties ayant 2 éléments.
.
.

.

     p
C n  est le nombre de parties ayant p éléments.
.

.

.

     n
C n  est le nombre de parties ayant n élément.
              0       1        2                     p                                n – 1       n
Donc C n + C n + C n + …… + C n  + …..  +  C n   +  C n  est le nombre de parties totales de E.

Le nombre de parties d’un ensemble à n éléments est 2 n.

QUELQUES CONSEILS

Dans un problème de dénombrement  lorsque  <<l’ordre intervient >>, pensez aux 

p – liste (répétitions possibles) ou aux arrangements (répétitions non permises). Lorsque << l’ordre n’intervient pas >> et qu’il faut choisir p objets parmi n, il faut penser alors aux combinaisons.

B] PROBABILITES

I] Evénements associés à une expérience aléatoire

1. Expérience aléatoire

On lance un dé dont les six faces sont numérotées de 1 à 6 et à chaque lancer on note le nombre inscrit sur la face supérieure. On ne  peut pas prévoir, à priori, le résultat.
On dit alors que l’on a effectué une expérience aléatoire (ou épreuve). Les résultats possibles sont : 1, 2, 3, 4, 5, 6 ; chacun de ces résultats est une éventualité.

L’ensemble des éventualités, appelé également univers associé à cette expérience aléatoire, noté ( est : ( = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

2. Notion d’événement 

Définition 

Soit ( l’univers associé à une expérience aléatoire.

· On appelle événement toute partie de (.

· On appelle événement élémentaire tout singleton de (.

Exemples 

Reprenons l’exemple du dé.

· << obtenir un nombre impair >> est l’événement {1, 3, 5}.

· << obtenir un nombre premier pair >> est l’événement {2}.

Dans une épreuve, un événement est réalisé s’il contient le résultat de l’expérience. Par exemple, si on obtient 3 lors du lancer d’un dé, l’événement << obtenir un nombre impair >> est réalisé.

· Vocabulaire et notation

	Evénement
	Signification ensembliste
	Notation

	Univers 
	Ensemble (
	(

	Eventualité 
	Elément de (
	( ((
[image: image1.wmf]Î

 ()

	Evénement 
	Partie de (
	A (A ( ()

	Evénement certain
	Partie pleine
	(

	Evénement impossible
	Partie vide 
	(

	Evénement << A ou B >>
	Réunion des parties A et B
	A 
[image: image2.wmf]È

 B

	Evénement << A et B >>
	Intersection des parties A et B
	A ( B

	Evénement A et B incompatibles 
	Parties A et B disjoints
	A ( B =(

	Evénement contraire de A
	Complémentaire de A dans (
	  

A


Exemples 

On lance un dé et on observe le numéro tiré. On considère les événements :

A : << Obtenir un nombre pair >>.

B : << Obtenir un nombre premier >>.

C : << Obtenir 6 >>.

· On a : A U B est l’événement : << Obtenir un nombre pair ou premier >>.
A U B = {2, 3, 4, 5, 6}.
· A ( B est l’événement : << Obtenir un nombre pair et premier >>.
A ( B = {2}.
· Les événements B et C sont incompatibles.

·   A est l’événement : << Obtenir un nombre impair >>.
   A = {1, 3, 5}.
II] Probabilité d’un événement

1. Exemple 

 Une urne contient deux boules blanches, quatre boules noires et une boule rouge.
Une expérience aléatoire consiste à tirer au hasard une boule et à noter sa couleur.

L’ensemble ( des éventualités est : ( = {B, N, R}.

On a une chance sur sept de tirer une boule rouge, deux chances sur sept de tirer une blanche et quatre chances sur sept de tirer une noire.

On dit que la  probabilité de l’événement élémentaire {R} est égale à 1/7, celle de {B} à 2/7 et celle de {N} à 4/7 et on écrit : P ({R}) = 1/7, P ({B}) = 2/7 et P ({N}) = 4/7.
2. Définition 

Soit ( l’univers associé à une expérience aléatoire.
Une probabilité sur l’univers ( est une application P de P (() vers [0 ; 1], qui à toute partie A de ( associe le nombre réel  P (A) appelé probabilité de l’événement A et qui vérifie les conditions suivantes :

· La probabilité d’un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le constituent.
· P (() = 1

· P (() = 0

Remarques

· La probabilité de l’événement élémentaire {( i} est notée P ({( i}).

· Une probabilité P est parfaitement déterminée par la donnée des probabilités des événements élémentaires.

Exemples 

On lance un dé pipé, dont les faces sont numérotées de 1 à 6 et on note le numéro tiré.

La probabilité d’apparition d’un nombre pair est le double de la probabilité d’apparition d’un nombre impair et les probabilités d’apparition de deux nombres de même parité sont égales.

1) Calculer la probabilité d’apparition de chaque face du dé.

2) Quelle est la probabilité d’apparition d’un nombre supérieur ou égal à 4 ?
Réponse

On a : ( = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Soit p la probabilité d’apparition d’un nombre pair et q celle d’un nombre impair.
3. Propriétés 

Propriété 1
Soit P une probabilité définie sur un univers (, A et B deux événements. On a :

1) Si A ( B = ( alors P (A U B) = P (A) + P (B).

2) P (A) + P (A) = 1.

Propriété 2

Soit P une probabilité définie sur un univers (, A et B deux événements. On a : 

P (A U B) = P (A) + P (B) – P (A ( B).

III] Cas d’équiprobabilité

· Lorsque les événements élémentaires d’une expérience ont la même probabilité, on dit qu’il y’a équiprobabilité.

· Les situations d’équiprobabilités sont généralement suggérés par des expressions comme : << dé parfait >>, << dé non pipé >>, << pièce parfaite >>, 
<< boules indiscernables au toucher >>, << cartes bien battues >>, 

<< tirage au hasard >>.
Propriété
Soit P une probabilité définie sur un univers (. Dans l’hypothèse d’équiprobabilité, pour tout événement A, on a :      P (A) =   Card A     

                                                            Card (
Démonstration 

Les événements élémentaires ont tous la même probabilité p.

On a : P (() = 1 donc p Card A = 1, d’où p =         1

                                                                                   Card (
On a aussi P (A) = p Card A, d’où le résultat.

Remarque

Les éventualités de A sont appelées cas favorables et celles de ( cas possibles. On peut écrire alors :            nombre de cas favorables

                         P (A) =

                                         nombre de cas possibles
Exemples 
1. On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité pour que cette carte soit un roi ou une carte noire ?
2. On jette simultanément un dé rouge et un dé bleu et on note le couple de chiffres obtenu, le premier élément du couple étant le chiffre apparu sur le dé rouge.
a) Quelle est la probabilité pour que le chiffre apparu sur le dé rouge soit le double de celui apparu sur le dé bleu ?
b) Quelle est la probabilité pour que la somme des deux chiffres soit 6 ?
IV] Probabilité conditionnelle
1. Définition

P est une probabilité définie sur un univers (, A et B sont deux événements tels que 

P (A) soit non nulle.

On appelle probabilité conditionnelle de l’événement B par rapport à l’événement A, le nombre réel noté P (B/A) donné par :                        P (A ( B)   

                                                                  P (B/A) =      
                                                                                            P (A)
Remarques

· P (B/A) est aussi noté PA (B).

                        P (A ( B)

· P (A/B) =                     ,  avec P (B) ( (.
                                 P (B)
   - Autre écriture 

P (A ( B) = P (B/A) ( P (A).

Dans de nombreux cas on connaît la probabilité conditionnelle d’un événement B par rapport à un événement A. On peut alors en déduire P (A ( B) en utilisant l’égalité ci- dessus.

Exemple

On tire au hasard et successivement sans remise 2 cartes dans un jeu de 32 cartes.

Quelle est la probabilité pour que la première carte tirée soit un pique et la deuxième un cœur ?

Solution 

Soit A l’événement << La première carte tirée est un pique >>, B l’événement << La deuxième carte tirée est un cœur >>.

On a : P (A) = 8/32 et P (B/A) = 8/31 donc P (A ( B) = P (B/A) ( P (A).

2. Indépendance de deux événements

Définition 
Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si 
P (A ( B) = P (B) ( P (A).

Remarque
Il ne faut pas confondre << événements indépendants >> et << événements indépendants >>.
A et B incompatibles ( A ( B = ( ( P (A ( B) = 0 et donc 

P (A ( B) ( P (A) ( P (B) si P (A) ( 0et P (B) ( 0.

Donc deux événements A et B incompatibles et tels que P (A) ( 0 et P (B) ( 0 ne sont jamais indépendants.

Exemple 

Une urne contient 6 boules : 4 blanches et 2 noires. On effectue au hasard deux tirages indépendants avec remise. Quelle est la probabilité pour que la première boule tirée soit blanche et la seconde noire ?

V] Formule des probabilités totales

1. Partition d’un ensemble

Définition

On dit que des sous ensembles non vides B1, B2, …, Bn de ( constituent une partition de ( lorsque : 
· Les Bi sont deux à deux disjoints.

· ( = B1 U B2 U …. U Bn.

Théorème (formule des probabilités totales)

Si B1, B2, …. , Bn constituent une partition de (, la probabilité P (A) d’un événement quelconque A de ( est égale à :

P (A) = P (B1) ( P (A/B1) + P (B2) ( P (A/B2) + .... + P (Bn) ( P (A/Bn).

Démonstration 




                                          (
A = (A ( B1) U (A ( B2) U ..... U (A ( Bi) U ...... U (A ( Bn). 
Exemple 
En 2007 le contrôle des voyageurs à un poste frontière est assuré par trois douaniers X, Y et Z. On sait que :

a) Chaque voyageur est contrôlé par un douanier et un seul.

b) La probabilité qu’il soit contrôlé par X est égale à 0,2, par Y à 0,6 et par Z à 0,5.

c) Le douanier X détecte les fraudeurs une fois sur 2, le douanier Y une fois sur 3 et enfin Z une fois sur 4.

Quelle est la probabilité pour qu’un fraudeur se présentant au hasard à ce poste frontière en 2007 ne soit pas détecté ?

VI] Variable aléatoire

1. Notion de variable aléatoire
a) Introduction

Lors d’un jeu, un joueur lance une pièce de monnaie non truquée et gagne 100 F s’il obtient Pile, perd 100 F s’il obtient Face.

( = {P, F}.

La pièce étant non truquée P (P) = P (F) = ½.

Associons à P le nombre 100 et à F le nombre – 100 et posons :

 X (P) = 100 et X (F) = - 100.

On définit ainsi une fonction X de ( dans IR. On dit que X est une variable aléatoire.

On note P (X = 100) la probabilité que X prenne la valeur 100 : cette probabilité est égale à la  probabilité d’obtenir Pile, donc P (X = 100) = ½, de même P (X = -100) = ½ 
car étant égale à la probabilité d’obtenir Face.

Donc P (X = 100) = P (X = -100) =1/2.

Ces deux égalités définissent la loi de probabilité de la variable aléatoire X et que  

(X = 100) et (X = - 100) sont les événements élémentaires de cette loi de probabilité.

Définition 1

On appelle variable aléatoire X sur un univers ( toute application de ( vers IR.

Notations et vocabulaire  
X (() = {x1, x2, ……, xn} est appelé univers image de ( par X.
(X = xi) désigne l’événement : << X prend la valeur xi >>.

(X < () désigne l’événement : << X prend une valeur strictement inférieure à ( >>. 

Définition 2

Soit P une probabilité définie sur un univers (.

La loi de probabilité d’une variable aléatoire X sur ( est l’application qui à toute valeur xi prise par X associe P (X = xi).
Remarque 
Il est commode de représenter une loi de  probabilité par un tableau :

	Xi
	x1
	x2
	…………….
	xn

	P (X = xi)
	P1
	P2
	…………….
	Pn


              n

On a :   ( Pi = 1
*$                   i = 1
b) Fonction de répartition d’une variable aléatoire
Définition 

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers ( muni d’une probabilité P.

La fonction de répartition de X est l’application F de IR vers [0 ; 1] définie par : 

F (x) = P (X ( x).

Exemple 

Reprenons l’exemple introductif :

Si x < - 100,                  F (x) = 0.

Si – 100 ( x < 100,       F (x) = ½. 

Si 100 ( x,                    F (x) = P (X = - 100) + P (X = 100) = 1.
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Remarques 
· F est définie sur IR.
· F est une fonction croissante, en escalier.

· F est nulle lorsque x est strictement inférieur au plus petit des nombres xi.

· F est constante, égale à 1 lorsque x est supérieur ou égal au plus grand des nombres xi.
2. Caractéristiques d’une variable aléatoire
a) Espérance mathématique

Définitionàpoçn

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x1, x2, ….. , xn avec les probabilités respectives P1, P2, ……., Pn. On appelle espérance mathématique de X le nombre réel, noté E (X), tel que :                       n
                                         E (X) = ( xi Pi.
                                                      i = 1 
Exemple 
Dans l’exemple introductif on avait : P (X = 100) = P (X = -100) =1/2.

Donc E (X) =…..
b) Variance et Ecart - type

Définitions 
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs  x1, x2, ….. , xn avec les probabilités 
respectives P1, P2, ……., Pn.
· On appelle variance de X le nombre réel, noté V (X), tel que :
                       n
        V (X) = ( (xi – E (X)) 2 Pi.
                     i = 1
· On appelle écart – type de X, le nombre réel, noté ( (X), tel que :  
       

         ( (X) = ( V(X).
Propriété

Soit X une variable aléatoire, on a : V (X) = E (X 2 ) – [E (X)] 2.

Démonstration
Développer :                              n

                                   V (X) = ( (xi – E (X)) 2 Pi.
                                                i = 1

Exemple

Calculons la variance et l’écart – type de la variable aléatoire X suivante :
	X
	0
	1
	9
	10

	P (X = xi )
	0,4
	0,1
	0,1
	0,4


VII] Schéma de Bernouilli
1. Introduction
Un jeu de dés est tel que le joueur gagne lorsqu’il obtient le chiffre 1 et perd dans le 

cas contraire. Soit S l’événement << Le chiffre 1 sort >>, l’événement contraire   S est : << Le chiffre 1 ne sort pas >>.

Supposons le dé non truqué, on a : P (S) = 1/6 et P (S) = 5/6.
· Si on lance deux fois le dé, le résultat de la première n’affecte pas celui de la seconde. On dira que le lancer de dé est répété deux fois de façon indépendante.

· On peut ainsi répéter n fois et de façon indépendante cette épreuve.

Définitions 

· Une épreuve de Bernouilli est une expérience aléatoire à deux éventualités.

· Un schéma de Bernouilli est une expérience aléatoire qui consiste à répéter n fois, de façon indépendante, une épreuve de Bernouilli.

Remarque 

L’une des éventualités est appelée succès et l’autre échec.

Propriété 
Soit un schéma de Bernouilli à n épreuves où pour chaque épreuve la probabilité du succès est  p (celle de l’échec est 1 – p).

La probabilité P k d’obtenir exactement k succès (0 ( k ( n) au cours de ces n épreuves 

                      k

est :  P k = C n p k (1 – p ) n - k.

En effet :

Reprenons le lancer de dé :

· L’apparition du chiffre 1 appelé succès et noté S a pour probabilité p = 1/6.

· La non apparition du chiffre 1 appelé échec et noté  S a pour probabilité 5/6.
Répétons cette épreuve n fois, de façon indépendante, et intéressons nous au nombre de succès obtenus.

Dans ce schéma de Bernouilli :

· Toute éventualité est un n – uplet de {S, S}.
· (S, S,…(^,mo, S, S,  S, …., S,  S) est l’éventualité: on obtient k succès lors des k 
                                   
                                k fois                     (n – k) fois
premier lancers et (n – k) échecs (S, S,…, S, S,.. S, …., S,  S) est une autre éventualité constituée de k succès et de (n – k) échecs.
Trouvons le nombre d’éventualités contenant k succès et (n – k) échecs. Cela revient à 

                                                                                                                                       k

choisir k cases parmi les n dans le schéma suivant : (( ; ( ; ( ; ….. ; ( ; (), il y’a  C n possibilités.

Les n épreuves étant indépendantes, la probabilité d’obtenir une éventualité contenant 
k succès et (n – k) échecs est : p k (1 – p) n – k.                              k
donc la probabilité d’obtenir k succès (0 ( k ( n) est égale à : C n p k (1 – p) n – k. 

Remarque                                      n      k
 On a : P0 + P1 + P2 + ….. + Pn = (C n p k (1 – p ) n – k = [p + (1 – p)] n = 1.
                                                      k = 0
2. Loi Binomiale

Soit un schéma de Bernouilli à n épreuves où pour chaque épreuve la probabilité du succès est p (celle de l’échec 1 – p). On lui associe la variable aléatoire, notée X, désignant le nombre de succès. L’univers image de ( par X est : {0, 1, 2, …, n}.
La loi de probabilité de X est donnée par :

                        k

P (X = k) = C n p k (1 – p ) n – k, k = 0, 1, 2, …., n.

Cette loi de probabilité est appelée loi Binomiale de paramètres n et p.
Propriété 

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi Binomiale de paramètres n et p. On a : E (X) = n p et V (X) = n p (1 – p).

Démonstration n          k
On a : E (X) = ( k C n p k (1 – p) n – k  
                                      k = 1                                         n                  k
                                              et      V (X) =  ( k 2 C n p k (1 – p) n – k – [E (X)] 2.
                                                                     k = 1
Pour n = 1, le résultat est évident;
Supposons n > 1 et posons q = 1 – p.

Soit f : t ( (p t + q) n.         

                                      n        k
 On a : ( t ( IR, f (t) = ( C n p k t k q n – k. 
                                   k = 1
                               n           k
  ( t ( IR, f ’ (t) = ( k C n p k t k - 1 q n – k. 

                             k = 1

                          = n p (p t + q) n - 1
pour t = 1,on obtient: E (X) = n p.

On a : 

                                 n           k
  ( t ( IR, t f ’ (t) = ( k C n p k t k q n – k. 

                               k = 1

                            = n p t (p t + q) n - 1 

                                                       n             k
Donc, ( t ( IR, f ‘(t) + t f ‘’(t)  = ( k 2 C n p k t k - 1 q n – k. 

                                                     k = 1

                                                  = n p (p t + q) n – 1 + n p t (n – 1) p (p t + q) n – 2.

En particulier pour t = 1, on obtient :

     n            k
  ( k 2 C n p k q n – k = n p + n p 2 (n – 1) = V (X) + [E (X)] 2
    k = 1
Donc V (X) = n p – n p 2 = n p (1 – p).
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