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I. Geénéralités sur les suites numérigue

1) Définition et notations

On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R
Notation
Soit U une suite numérique. Désignons par E, une partie de N son ensemble de définition. On
a les notations suivantes :
Notation fonctionnelle U:E — R
n — U(n).
Notation indicielle (Uy), ek
Vocabulaire
U(n) ou Uy, est appelé terme d’indice n ou terme genéral de la suite numérique.

e Le n'®™ terme est appelé terme de rang n.

Remarqgue

Il ne faut pas confondre terme de rang n et terme d’indice n, qui sont deux concepts bien distincts.

. - ;- ST 2n+1

Exemple : Soit (U,), e la suite numérique définie par : U, = nn+2
Lz . 2n+1
Le terme général de cette suite est : —

. 1
Le premier terme est Uy = ~

Le 15'™ terme ou terme de rang 15 est U, = %

31

Le terme d’indice 15 est U 5 = T

2) Modes de définition d’une suite numérique

a) Suite numérigue définie par une formule explicite

11 s’agit de donner une formule explicite qui permet de définir le terme général U, en fonction de n. On

écrit alors U, = f(n) ou f est une fonction numérique.
Exemple : Soit (V,), ¢ la suite numérique de terme général V, = vn? — 1 . Cette suite est

déterminée par une formule explicite. le premier terme est V; = 0 ; le second est V, = /3.

b) Suite numérigue définie par une relation de récurrence




Dans ce cas, on donne le ou les premier(s) terme(s) de la suite et une relation liant un ou deux
ou plusieurs termes consécutifs.
Exemple : Soit la suite (W), ¢y définie par :
Wy, =0
1
er+1 = _Ewn + 3

Cette suite est définie par son premier terme et une relation de récurrence. Ona W1 =3, W2 =3

Exemple : Soit la suite (F,,), ¢y définie par :

{ FO = 1, Fl =1
Fny2 = Fni1 +Fp

Cette suite est définie par une relation de récurrence et est appelée suite de Fibonacci.
OnaF,=2;F;=3

3) Démonstration par récurrence

Pour montrer qu’une propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n > n,, on procede par étapes :
v On Vvérifie que la propriété P(n) est vraie au premier rang n,.
v On suppose que la propriété P(n) est vraie aun rang p = ny.
v On montre que la propriété P(n) est vraie au rang p + 1 (en utilisant le plus souvent la
supposition appelée hypothese de récurrence).
v" Puis on tire la conclusion que P(n) est vraie pour tout entier naturel n > n,

Exemple 1 : soit (U,) la suite numérique définie par U,, = 2"*1 —3n — 2
ProuverqueU, >0 V n=>2

Exemple 2 : soit (U, ) la suite numérique définie par Uy = 1 etU,,, = 23“—;;

, 1
Demontrer que U, > -3 V n

4) Suites majoréees-minorées-bornées

Soit (U,,) une suite numérique.
a) Définitions

v' (U,) est dite minorée s’il existe m € R telquevVn € E U, > m
v' (U,) est dite majorée s’il existe M € R telquevn € E U, <M

v Lasuite (U,) est dite bornée si elle est la fois majorée et minorée.
3



Remarque
v" (U,) estdite positive, lorsque Vn € E U, =0
v" (U,) est dite négative, lorsque Vn € E,U, <0

b) Méthodes
Soit (U,,) une suite numerique.

Pour montrer que (U,) est minorée ou majorée par un réel k, on peut :
v’ étudier le signe de U, — k
v'démontrer par récurrence
v" utiliser les variations de la fonction f(x) associée a la suite (U,) si (U,) est définie par une

formule explicite.

. o +2 .
Exemple : La suite de terme général V,, = h est bornée.

Correction

Soit f(x) = :—i définie sur [0; +oo[ la fonction associée a la suite (U,,).

-1

f(x) est dérivable sur [0; +oo[ car étant une fonction rationnelle et on a f'(x) = D

Apreés avoir fait le tableau de variation de f(x),vous allez remarquer que f(x) € ]1; 2]

On peut en déduire que U, € ]1; 2]

5) sens de variation d’une suite (suites monotones)

a- Définitions

v' Ondit que (U,) est croissante si pour tout n € E ,U, < Up,;.

v" Ondit que (U,) est décroissante si pour toutn € E U, = U,

v' Ondit que (U,) est constante si pour toutn € E ,U, = U4

v' Ondit que (U,) est stationnaire s’il existe un rang a partir du quel la suite (U,,) est constante.
Remarques

v" On dit que (U,) est strictement croissante si pour tout n € E U, < U ;1.

v" Ondit que (U,) est strictement décroissante si pour tout n € E U, > U,,q.



b- Méthodes

Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique (U,), on peut :

v’ étudier le signe de U, — U,.
si Upyq1 — U, = 0 alors la suite (Uy,) est croissante

Si Upyq — U, < 0 alors la suite (Uy,) est décroissante

v’ comparer le rapport % a1 Si la suite est positive.

n

.U . . .
Si l';—“ > 1 alors la suite est strictement croissante

n

.U . . , .
Si l‘}—“ < 1 alors la suite est strictement décroissante

n

.U . . .
Si l‘}—“ =1 pour tout n € E alors la suite est strictement croissante

n

v Si (U,) est définie par une formule explicite alors le sens de variation de f(x) est le méme que
celui de (U,)

v Démontrer par récurrence si la suite est définie par une formule de récurrence.

Exemple
La suite (U,) définie par U, = 3n + 1 est croissante. La suite (V,) définie par V, = —2n + 3 est

décroissante.

6) Représentation graphique d’une suite numérique

a) Cas d’une suite définie par une formule explicite

Soit (U,) la suite définie par une formule explicite et f(x) la fonction associée a la suite (U,)
Le plan est muni du repere orthonorme (O; I; J).
Pour représenter les termes de (U,,), on procéde de la fagon suivante :

v Tracer la courbe (C¢) de f(x)

v Placer les indices n sur ’axes des abscisses

v Pour chaque indice n, projeter sur (C¢) puis sur ’axe des ordonnées pour obtenir U,

Exemple

Soit (U,) la suite de terme général U, = 6 — n?. Représenter les 4 premiers termes de (un).

b) Cas d’une suite définie par une formule de récurrence




Soit (U,) la suite définie par une formule de récurrence et f(x) la fonction associée a la suite (U,)
Le plan est muni du repere orthonormé (O; I; J).
Pour représenter les termes de (U,,), on procéde de la facon suivante :

v’ Tracer la droite (A): y = x appelée premiére bissectrice

v Tracer la courbe (C¢) de f(x)

v" Placer le premier terme de (U,,) sur I’axe des abscisses, le projeter sur (Cy) puis sur I’axe des

ordonnées et sur (A) et enfin sur (ox) pour obtenir le second terme sur I’axe des abscisses.
v’ Répéter le processus pour représenter les autres termes
Uy =2
Exemple  Soit (U,), ey la suite définie par :{Un+1 _ lUn 44
2

Le plan est muni du repere orthonormé (O; I; J).
Tracer les droites (D) et (A) d’équations respectives y = %x + 4 et y = x. Puis Construire les 4

premiers termes de (U,).

7) Limite d’une_suite numerigue

a) Définition

Soit (U,) suite numérique de terme général U,,. Calculer la limite de la suite, c’est calculer lim U,

n—-+oo

b) Méthodes de calcul de limite

v’ Propriété
Soit (U,) une suite numérique définie par : U, = f(n), ou f est une fonction numérique. Si fa une

limite en +o0 alors U, a une limite et lim U, = lim f(x)
n—-+oo X—+00

v" Théoréme de minoration

si & partir d’un certain rang ny, ona U, < V,, et lim Uy, = +walors lim V,, = +o0

n—-+oo

v Théoréme de majoration

si a partir d’un certain rang ny, ona U, <V, et lim V, = —walors lim U, = —o

n—-+w n-+oo

v" Théoréme des gendarmes

st a partir d’un certain rang ny, ona W, < U, <V, et lim W, = lim V, = Lalors

n—>+oo n—+oo

lim U, =L

n—>+oo



8-Notion de convergence

a) Définition
v Une suite est convergente si elle a une limite finie.

v Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.
b) Propriétés
v Toute suite croissante et majorée est convergente
v Toute suite décroissante et minorée est convergente

c) Convergence d’une suite définie par récurrence

Soit (U,) une suite dont le terme général vérifie U,,, = f(U,) ou f est une fonction.

Si la suite (U,,) converge vers un réel 1 et que f est continue en 1alors f(I) =1.

NB : Toute solution de 1’équation f(x) = x est appelée point fixe de la fonction f. L’existence d’un

point fixe pour la fonction f ne prouve pas que la suite (U,) telle que U,,,; = f(U,) converge

I1- Suites arithmétigues-Suites geomeétrigues

1- Suites arithmétiques
a) Définition

Une suite (U,) est dite arithmétique lorsqu’il existe unréel rtelque:vne N, Uy, — U, =T
r est appelé la raison de la suite (U,).

Remarque

Pour montrer qu’une suite (U,,) est arithmétique, il suffit donc de montrer que la différence
U,+1 — U, estconstante.

b) Expression du terme général U, en fonction de n

Soit (Uy) une suite arithmetique de premier terme Uy, peN et de raisonr. Alorsona:

vneNn=p,U,=U,+ (n—p)r
NB : En particulier, lorsque le premier terme de la suite (U,) estUyona: U, = Uy + nr
Bon a savoir :

v Toute suite numérique (U,) dont le terme général est de la forme U, = an + b ou

a,b € R est une suite arithmétique.



v a,b, c dans cet ordre sont en progression arithmétique ssi a + ¢ = 2b.

c) Calcul de somme des termes consécutifs

Soit (U,) une suite arithmétique de premier terme U, et de raison r.
On pose S, = Yk=p Uk = Up + Upyq + Upypt+ . . .+U, lasomme des termes consécutifs

A , Up+U
S, peut étre calculé par laformule S, = (n —p + 1) X %

d) Sens de variation

Soit (U,) une suite arithmétique de raison r.
v' Sir=0, alors la suite (un) est constante.
v' Sir >0, alors la suite (un) est croissante.
v' Sir<0,alors la suite (un) est décroissante.

Exemple :
On considere la suite numerique (U,) de terme général U, = 2n + 3. Montrer
que (U,) est arithmétique dont on précisera la raison et le premier terme. Quelle est le sens de

variation de (Up,).

2-Suites géomeétriques

a) Définition
Une suite (U,) est dite géométrique lorsqu’il existe un réel q tel que : vn € N, U1 = qU,,. q est

appelé la raison de la suite (U,).

Remarque

Un+1
Un

Pour montrer qu’une suite (U,) est géométrique, il suffit donc de montrer que le quotient est une

constante.

b) Expression du terme général U,, en fonction de n

Soit (Uy) une suite geométrique de premier terme Uy, pelN et de raison q. Alorsona:vVn € N,n =

p; Un = qun_p

NB : En particulier, lorsque le premier terme de la suite (U,,) estU,ona: U, = Uyq"

Remarque : a, b, c dans cet ordre sont en progression géométrique ssi ac = b2.

c) Calcul de somme des termes consécutifs




Soit (U,) une suite géométrique de premier terme Uy, et de raison q (q # 1).
On pose S, = Yk=p Uk = Up + Upyq + Upyp+ . . .+U, lasomme des termes consécutifs
. , 1_q(n_p+1)
S peut étre calculée par la formule S, = Up X EE—
Exemple
Soit (Up),en la suite définie par :{ 1
Unt1 = gUn
Montrer que (U,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

Calculer la somme des 20 premiers termes de la suite (U,).

d) Limite de la suite géometrigue g

Soit g un nombre réel et n strictement positif.
*Siq=1 alorset lim q" =1

n—-+oo
*Siqg>1lalors lim q" = 4w
n-+ow
*Si—1< g <1alors liT qQ" =0
n—+oo

*Siq < —1q" n’apas de limite.



